
С точки зрения строительной меха-
ники конструкции полов в общем слу-
чае являются многослойными система-
ми, рассматриваемыми в виде беско-
нечной гибкой многослойной плиты,
опирающейся на многослойное упру-
гое полупространство. Передача дав-
ления, осадка и сжатие отдельных
слоев многослойных систем в основном
зависят от толщин отдельных слоев, их
модулей упругости и коэффициентов
объемного расширения.

При анализе вариантов конструк-
ций полов обоснованной является
оценка напряженно-деформируемого
состояния (НДС) конструкции в соот-
ветствии с решениями теории упруго-
сти. Однако, чтобы подчеркнуть, что
теория упругости применяется с ого-
ворками, принято говорить о работе
грунта не как об упругой среде, а как о
линейно-деформируемой среде; по
той же причине термин «модуль упру-
гости» заменяется термином «модуль
деформации». НДС данных конструкций
формируется в результате воздей-
ствия эксплуатационных нагрузок, воз-
никающих в связи с этим напряжений

и деформаций рассматриваемой пли-
ты совместно с подстилающим ее упру-
гим (упруго-пластичным) грунтовым
основанием. 

Величина возникающих напряже-
ний и деформаций зависит от степени
сжимаемости и однородности слоев
грунтового основания,  жесткости кон-
струкции несущей плиты, качества
строительных работ и исследования
грунтов, а также от величин интенсив-
ности и месторасположения нагру-
зок. Общепризнанна сложность опре-
деления НДС данной многослойной
системы.

Решения по конструкциям плит по-
лов, лежащим с точки зрения строи-
тельной механики на упругом основа-
нии, относятся к классу трудно форма-
лизуемых задач, и одной из причин
этого является то, что грунт представля-
ет собой разнородную и слабоизучен-
ную с точки зрения геомеханики среду.
Физически грунтам основания прису-
щи свойства «очень вязкой жидкости»,
описываемые известными уравнения-
ми математической физики. Кроме
этого, в отличие от жестких или полу-

жестких (с точки зрения теории упруго-
сти) конструкций плитных фундаментов
плита пола является гибкой конструк-
цией, в результате взаимодействия
которой со сжимаемым основанием
возникают прогибы от действия произ-
вольно расположенных сосредоточен-
ных сил, соизмеримые с прогибами
контактирующей поверхности грунта.
При этом возникает необходимость
определения этих прогибов, сравнения
их с допустимыми величинами, расче-
та значений действующих изгибаю-
щих моментов для определения толщи-
ны и армирования плиты, а также оцен-
ки возможного трещинообразования.

Прогибы (вертикальные деформа-
ции) плиты описываются известным
бигармоническим дифференциальным
уравнением с частными производными
для изгиба средней плоскости плиты
жесткостью D под нормальной к ее по-
верхности внешней нагрузкой q (x, y):

где: p(x, y) – нормальная реакция ос-
нования.

Для случая симметричного нагруже-
ния плиты относительно расчетного
центра, к которому относятся нагрузки
на полы от технологического оборудо-
вания, необходимо рассматривать вме-
сто решения уравнения (1) в частных
производных для прямоугольной пли-
ты решение для круглой бесконечной
плиты с осевой симметрией. В этом
случае прогибы плиты зависят только
от одного переменного – расстояния от
центра симметрии (как правило, рас-
четного центра нагрузок) до рассматри-
ваемого сечения, то есть появляется
возможность решения данного уравне-
ния более простым способом (в поляр-
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Эксплуатационная надежность конструкций промышленных полов
определяется совокупностью различных факторов, и в том числе
во многом зависит от качества принимаемых проектных решений.
Однако необходимо отметить, что существующие методы проек-
тирования, определенные действующими нормативами, устарели и
требуют корректировки. В частности, рекомендуемые нормами
табличные методы определения расчетных коэффициентов постели
грунтов основания, значения которых часто являются определяющи-
ми, не учитывают наличие в пределах деформируемой  толщи мно-
гослойного основания в виде грунтов с различными прочностными
и деформационными свойствами. Многочисленные публикации на
данную тему в основном относятся к исследованию и корректи-
ровке существующих моделей основания, применимых для расчета
фундаментных конструкций, которые имеют существенные отличия
от конструкций промышленных полов с точки зрения строительной
механики. Рассмотрение данной темы является весьма актуальным,
учитывая существование различных теоретических представлений
о работе грунтового основания под нагрузкой, а также основы-
вающихся на численных методах различных программных продук-
тов, разработанных авторами, не до конца понимающими предмет
исследования. В связи с этим авторами статьи был выполнен ана-
лиз существующих моделей основания и методов расчета кон-
струкций полов, а также предложен вариант определения
эквивалентного коэффициента постели многослойного основания
аналитическими (формульными) методами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАСЧЕТНЫХ ПАРАМЕТРОВ ГРУНТО-
ВОГО ОСНОВАНИЯ ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ КОН-
СТРУКЦИЙ ПОЛОВ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ЗДАНИЙ
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ных координатах). Решение этого урав-
нения в данном случае упрощается:
вместо достаточно сложного для прак-
тического решения задач уравнения
(1) с частными производными решает-
ся обыкновенное дифференциальное
уравнение с двумя неизвестными фун-
кциями:

Задача всякой модели основания
состоит в том, чтобы отыскать второе
уравнение, связывающее эти функции.
Наиболее простым решением явилось
предположение, по аналогии с законом
Гука, о прямой пропорциональности
между этими величинами, получив-
шее название гипотезы Фусса–Вин-
клера:

где: 
k – коэффициент пропорционально-

сти (так называемый коэффициент по-
стели);

w – компонента перемещения.
Развитие этой гипотезы получило

широкое распространение в инженер-
ной практике, и уточняющие ее положе-
ния активно развивались до начала
30-х годов прошлого века. За это вре-
мя выявились слабые стороны этой
гипотезы, а именно предположение о
наличии осадок грунта за пределами
загруженной площади. Поэтому имен-
но в 30-е годы началась разработка но-
вой модели, представлявшей основа-
ние в виде упругого полупростран-
ства. Эта модель была предложена
независимо К. Викхардом и Г. Э. Прок-
тером. Бигармоническое уравнение
изгиба плиты заменялось при этом
более сложной интегральной зависи-
мостью, вытекавшей из формулы  Бус-
синеска:

(4)
Новая теория устранила недостатки,

присущие теории Винклера, в расчет-
ные формулы стали входить более по-
нятные величины – модуль деформации
Ео и коэффициент Пуассона vо, но ре-
шение конкретных задач по новой тео-
рии стало более сложным, т. к. диффе-
ренциальное уравнение для прогибов,
получаемое из соотношений (1) – (3),
превратилось в достаточно более слож-
ное интегродифференциальное. В са-
мом деле, из формулы (1), следует, что:

Подставляя это выражение в (4) по-
лучаем:

(6)
Недостатки данной модели осно-

вания не исчерпывались только мате-
матическими трудностями. Предполо-
жение о деформируемости основания
на бесконечную глубину вызывало за-
вышенные значения осадок при расче-
те сооружений, что приводило к пере-
расходу строительных материалов. В
тех случаях, когда по технологическим
требованиям необходимо было обес-
печить весьма малую разность оса-
док соседних областей плиты, напри-
мер при расчете полов и фундаментов
для объектов точного машиностроения,
расчет давал явно нереальную толщи-
ну фундаментов и полов здания.

Обойти эту трудность позволила
модель основания в виде упругого
слоя, подстилаемого несжимаемой
толщей. Для этой модели зависимость
между напряжениями и деформациями
имеет более общий вид:

Решение задачи об осадке поверхно-
сти упругого слоя толщиной h для точки
с координатами (x, y), нагруженной сос-
редоточенной силой в точке (x', y') было
получено Маргерром в 1933 г.

Модель упругого слоя в математи-
ческом отношении является более об-
щей, чем модель упругого полупро-
странства. Поэтому положительные
стороны модели упругого полупро-
странства целиком присущи и модели
упругого слоя. Использование модели
упругого слоя позволило «снизить»
расчетные значения усилий и особен-
но деформаций в конструкциях на
упругом основании.

Однако введение упругого слоя еще
более усугубило математические труд-
ности теории, т. к. ядро интегродиффе-
ренциального уравнения стало еще
более сложным. Поэтому часть ис-
следователей пошла по другому пути
в создании модели основания – по
пути совершенствования гипотезы
Винклера. П. Л. Пастернак предложил
учесть сопротивление поверхности
основания сдвигу в поперечном на-
правлении. М. И. Филоненко–Бродич
предложил так называемую мембран-
ную и ламинарную модели, где «винкле-
ровские» независимые пружины до-
полняются нерастяжимой нитью с по-
стоянной горизонтальной проекцией
натяжения Т, помещаемой поверх пру-
жин (в пространственном случае нить
заменяется мембраной). Необходимо
отметить, что дифференциальное урав-
нение поверхности мембраны, под-
держиваемой пружинами, было приве-
дено раннее Т. Карманом:

Наконец В. З. Власов рассмотрел в
качестве основания упругий слой весь-
ма малой толщины, сделав при этом
ряд упрощающих предположений, при-
няв, в частности, что горизонтальные
перемещения внутри слоя равны нулю,
а вертикальные – линейно убывают с
глубиной, обращаясь в ноль на нижней
границе упругого слоя.

Несмотря на внешние различия под-
ходов, все три исследователя пришли
к замене выражения (1) выражением:

Последнее слагаемое в правой ча-
сти этого равенства выражает сопро-
тивление основания сдвигу в верти-
кальном направлении, моделируемое
каждым из авторов по-своему. Коэф-
фициент k2 в литературе часто назы-
вают вторым коэффициентом постели,
а соотношение (9) – гипотезой двух
коэффициентов постели или моделью
Пастернака. Ясно, что, положив k2 = 0,
т. е. пренебрегая работой основания на
сдвиг (для случая несвязанных и мало-
связанных переувлажненных грунтов),
мы снова возвращаемся к гипотезе
Винклера.

Однако модель с двумя коэффици-
ентами постели в отличие от винклеров-
ской дает возможность предсказать
прогибы плиты ограниченной жестко-
сти при равномерном нагружении, а
также осадки поверхности основания за
пределами площади опирания плиты.
По мере удаления от края плиты осад-
ки, вычисленные по пастернаковской
модели, затухают гораздо быстрее,
чем в соответствии с моделью упруго-
го полупространства. То, что в действи-
тельности размер «осадочной воронки»
(«чаши прогиба») гораздо меньше, чем
следует из модели упругого полупро-
странства, подтверждается опытны-
ми данными и часто является главным
аргументом в пользу замены этой мо-
дели моделью с двумя коэффициента-
ми постели (9). Однако, как показал
К. Е. Егоров, уменьшение расчетного
размера осадочной воронки можно
получить и при помощи модели упруго-
го слоя, причем чем меньше толщина
слоя, тем меньше и этот размер.

Недостатком пастернаковской моде-
ли является то, что расчет по ней дает
кроме распределенной по всей площа-
ди плиты реакции грунтового основа-
ния дополнительную сосредоточен-
ную погонную реакцию по внешнему
контуру плиты. С принципиальной точ-
ки зрения решение задачи о такой пли-
те становится некорректным. Однако
В. З. Власов в своей монографии пока-
зал, что ошибка в расчетных усилиях,
вытекающая из такой некорректности
задачи, практически невелика.

Экспериментальное определение
обоих коэффициентов постели и ис-
пользование найденных значений в
расчете прямоугольной плиты на упру-
гом основании показали, что в тех ре-
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альных пределах, в которых меняется
величина k2, она практически не оказы-
вает влияния на значения расчетных
усилий в плите. Если учесть недостаточ-
ную надежность методики определения
второго коэффициента постели, то
следует признать, что вопрос об ис-
пользовании в расчетах конструкций
полов модели с двумя коэффициента-
ми постели представляет интерес лишь
с теоретической точки зрения.

Несмотря на разнообразие приме-
няемых в отечественной и мировой
инженерной практике методов опреде-
ления жесткости основания, общепри-
знанны две основные модели, которые
с некоторыми допущениями возможно
использовать для рассмотрения по-
ведения грунтов под нагрузкой:

Модель местных упругих деформа-
ций (модель Фусса–Винклера), сог-
ласно которой конструкция (плита или
балка) прогибается под действием
вертикальной силы прямо пропорцио-
нально этой силе без передачи сдвиго-
вых усилий соседним участкам, нахо-
дящимся вне нагруженных зон, и реак-
тивное напряжение в каждой точке по-
верхности контакта прямо пропорцио-
нально осадке поверхности основа-
ния в той же точке.

Модель упругого полупростран-
ства, при которой считается, что при
действии вертикальной нагрузки по-
верхность грунта оседает как в преде-
лах площади загрузки, так и за ее пре-
делами. Грунт основания рассматрива-
ется как линейно деформируемая сре-
да, подчиняющаяся решениям механи-
ки сплошных сред. Модуль упругости
заменяется понятием «модуль общей
деформации», а нагрузка, действующая
на поверхность полупространства, соз-
дает непрерывный и нечетко ограни-
ченный прогиб. 

Концепция винклеровской модели
предполагает, что плита является урав-
новешенным однородным изотропным
упругим телом, а также, что грунтовое
основание имеет реакцию только в
вертикальном направлении, пропор-
циональную прогибам плиты. Считает-
ся, что грунт является упругой средой,
где упругость определяется усилием,
распределенным по единице площади
и создающим прогиб, равный единице,
названным «коэффициентом посте-
ли». Коэффициент постели равен вели-
чине нагрузки на единицу площади,
вызывающей единичный прогиб, изме-
ряемый в Н/мм3. Другими словами,
грунтовое основание можно рассма-
тривать как ряды близко расположен-
ных, но независимых упругих пружин,
имеющих определенную жесткость
(упругость). Таким образом, коэффи-
циент постели приравнивается к коэф-
фициенту упругости пружин и являет-
ся мерой жесткости грунта.

На практике реакция реального грун-
тового основания занимает промежу-
точное положение между этими двумя
моделями, но винклеровская модель
считается более предпочтительной для

расчета неограниченных по ширине
плит полов, лежащих на упруго-пла-
стичном грунтовом основании. Одним
из важных отличий между этими моде-
лями применительно к конструкциям
полов является то, что при действии на-
грузок на край или угол нагруженной
плиты она согласно винклеровской мо-
дели прогибается без деформации
смежной ненагруженной плиты, а сог-
ласно упругой модели – обе плиты
прогибаются вместе.

Методик определения жесткостных
характеристик многослойного осно-
вания для винклеровской и пастерна-
ковской моделей очень много, и их ко-
личество приближается к количеству
исследователей.

В последнее десятилетие появи-
лись компьютерные расчетные про-
граммы, основанные на методах МКЭ,
МКР, МГЭ, позволяющие достаточно
точно численными методами модели-
ровать напряженно-деформирован-
ное состояние конструкций, в том чис-
ле и гибких. Однако сложность для
пользователей заключается в правиль-
ности задания нагрузок и назначении
расчетной модели. Пожалуй, наибо-
лее продвинутой моделью в настоящее
время является представление грунто-
вого массива в виде конечно-элемент-
ной модели, учитывающей разнород-
ность грунта (наличие грунтовых слоев
с различными свойствами) и нелиней-
ные зависимости между напряжения-
ми и деформациями, основанные на
той или иной теории прочности, напри-
мер, теории Кулона:

– для плоского напряженного со-
стояния:

– для объемного (трехмерного) на-
пряженного состояния:

при

где: σ1, σ2, σ3 – главные напряжения;
Rc – напряжение сдвига;
ϕ – угол внутреннего трения;
Rs – предельное напряжение при

растяжении.
Такая модель громоздка даже для

современных программных комплек-
сов, т. к. размеры грунтового массива
должны приниматься достаточно боль-
шими с тем, чтобы характер граничных
условий по области, учитывающий этот
массив, не оказывал существенного
влияния на НДС рассчитываемой кон-
струкции (согласно принципу Сен-Ве-
нана). Поэтому часто используются
одноконстантная модель Винклера
(коэффициент постели С1) или двухкон-
стантная модель Пастернака (коэф-
фициент постели С1 и коэффициент
сдвига С2). Безусловно, такие модели
являются очень упрощенными, поэто-

му требуют введения ряда предпосы-
лок. Этим объясняется наличие боль-
шого количества методик по определе-
нию С1 и С2, обосновываемых их авто-
рами результатами натурных наблюде-
ний, которые изначально не могут быть
корректными из-за большой разно-
родности характеристик грунтов. 

Можно выделить два основных под-
хода, лежащих в основе многочислен-
ных методик по определению С1 (С2,
как правило, определяется как функция
от С1).

1-й подход:

В основе лежит расчет С1 через ус-
редненный модуль деформации и коэф-
фициент Пуассона всех слоев грунта,
входящих в сжимаемую толщу, т. е.:

где: σi – дополнительное вертикал-
ное напряжение на глубине Z в i-том
подслое;

hi, Ei – толщина и модуль деформа-
ции i-того слоя;

n – количество слоев грунта;
Hc – глубина сжимаемой толщи;
μi – коэффициент Пуассона i-того

слоя;
υ0, Е0 – осредненные коэффициент

Пуассона и модуль деформации грун-
та в пределах сжимаемой тощи.

Определение коэффициента посте-
ли (С1) производится на основании
задачи теории упругости для осадок
слоя ограниченной толщины, лежаще-
го на несжимаемом (скальном) основа-
нии. Решение задачи, полученное по
теории упругости, в случае, если упру-
гий слой конечной толщины может без
трения перемещаться по горизонталь-
ной плоскости поверхности скалы, при-
водит к формуле осадок:

где: p – давление на грунт.
В случае отсутствия перемещения

упругого слоя по поверхности скалы:

Указанные соотношения полностью
совпадают с формулой Винклера, если
заменить S (осадки) на y (прогибы) и
считать, что:

(16)

Исходя из этого получаем (для трех-
мерной задачи):
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2-й подход:

В основе данного подхода лежит
выражение:

где: Р – давление поверхности грунта;
Sобщ – полная осадка сжимаемой толщи
грунта.

Осадка при этом, определяется по
формуле:

где: Sобщ – условно соответствует
величине вертикальных деформаций εz,
определяемых исходя из обобщенно-
го закона Гука для заданного интерва-
ла напряжений:

Учитывая, что сосредоточенные на-
грузки на полы приводятся к эквивален-
тным равномерно-распределенным, и
плита пола является сплошной, рабо-
тая в условиях компрессионного сжа-
тия ( εx = εy = 0), получаем:

Тогда из вышеуказанных формул
следует, что осадка грунта при дей-
ствии на поверхности напряжения σz,
направленного по оси «Z», равна:

Для расчета эквивалентного коэф-
фициента постели многослойного ос-
нования приведем значения сосредо-
точенных нагрузок (Pi), действующих на
полы, к эквивалентной равномерно-
распределенной нагрузке Pэкв., дей-
ствующей с напряжением σz,p на поверх-
ности грунта, и определим глубину
сжимаемой толщи по критерию:

где: σz, p – напряжение, действующее
на поверхности полупространства; σz, q

– вертикальное напряжение от соб-
ственного веса грунта.

Расчетное значение осадки много-
слойного основания определим по схе-
ме линейно-деформируемого полу-
пространства по формуле:

где: mV,i – коэффициент относитель-
ной сжимаемости слоя, определяе-
мый из соотношения:

где: σzp,i – вертикальное напряжение,
действующее в i-том слое грунта и
определяемое по формуле:

где: α – коэффициент «затухания»
напряжений, определяемый заменой
криволинейной эпюры рассеивания
напряжений, рассчитанной по форму-
ле Буссинеска, на треугольную, до-
статочно точную с точки зрения инже-
нерной практики.

где: zi,0(i+1) – расстояние от точки,
соответствующей глубине сжимаемо-
го слоя Hc до середины рассматри-
ваемого слоя:

(29)
Итого полную осадку слоя можно

представить в виде соотношения:

где: k – коэффициент условий рабо-
ты основания, принимаемый для плит
полов равным 1,5 ввиду их размеров
(более 10 м).

Наиболее простым и достаточно
обоснованным (по соответствию пове-
дения грунтового основания под на-
грузкой) является 2-й подход к методи-

ке расчета коэффициента постели С1.
На основании выведенных формул и со-
отношений можно сделать вывод о
том, что коэффициент постели многос-
лойного основания зависит от дефор-
мативных свойств всех слоев грунта,
входящих в сжимаемую толщу, и
«вклад» каждого слоя зависит от уда-
ленности этого слоя от поверхности по-
лупространства. Однако значение по-
верхностных слоев грунта, залегаю-
щих непосредственно под плитой пола,
не стоит преувеличивать. При дей-
ствии длительных нагрузок в работу
включаются все слои грунта в пределах
сжимаемой толщи, в том числе имею-
щиеся жесткие подстилающие слои, и
влияние каждого из них необходимо
рассматривать дифференцированно, в
зависимости от модулей их дефор-
мации (упругости), глубины залегания
и мощности.

Особым случаем могут служить крат-
ковременные динамические воздей-
ствия, например от перемещения гру-
зоподъемного транспорта. В этом слу-
чае целесообразно использовать дина-
мические значения модулей дефор-
маций (упругости) грунта и модели
грунтов, более полно отражающие рас-
пределительные свойства массива
грунта, например, модель упругого по-
лупространства. В условиях нагружения
вблизи температурно-усадочных швов
и учитывая возникающие явления ко-
робления, следует рассматривать пли-
ту пола как полубесконечную прямо-
угольную пластину, нагруженную сос-
редоточенной силой при неполном
контакте с основанием. В этих случаях,
как показали исследования, действую-
щие изгибающие моменты могут уве-
личиваться на 15–20%.
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